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Chapitre 8
Risque et variance
Exercice 8.1
a)
8 10 11
W'=W +£|, :{
0,25 0,25 0,!
b) E(W')=E(W)+E(&|y)=E(W)

V(W)

V(W) +V (] y=s) >V (W)

c) Il faut que‘£‘|W:9 prenne au moins une valeur positive supérieurgparexemple 3. Il faut également que

l'espérance de§‘|W:9 soit nulle. Il existe une infinité de variablegatoires satisfaisant ces deux conditions, par

exemple
-6 0 3 -1 0 3
‘9|W:9: ‘g|w:9:
0,25 0,25 0,! 0,3 0,6 O,

d) Notons F (t) la fonction de répartition déV et G (t) celle deW'.
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Figure E8.1 — En noir, le graphe lorsqu’il est commn a F (t) eta G(t) . Enrouge, le graphe de
F (t) lorsqu'il est distinct de celui deG(t) . En bleu, le graphe deG (t) lorsqu'il est distinct de celui
deF (t) :

1. PourS<8, wa(t)dt =0 et wa(t)dt =0. Donc pourS< 8, wa(t)dt =Is G(t)dt.
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2 Pour <9, [ F(t)at=]" F(t)dt+[F(t)dt=0 et
[*o(t)dt=]" c(t)dt+[ G(t)dt =0+(s-8)0,25> C Donc pour  s<9,
[LF(t)d<] o(t)dt.
3. por  ss<10,  [CF()dt=[  F(t)dt+ [ F(t)dt=0+(s-9)0,E et
[*o(t)dt=]" G(t)at+[ G(t)dt+ [ G(t)dt =0+0,25+ (s~ 9 0,2% or
s<10
0,2%< 2,5

0,5- 4,5 0,25~ 2
(s-9)0,5< 0,25+(s- 9 0,2

Donc pourS< 10,_[_S F (t)dt Sf G(t)dt.
4, Pour s$>10, les deux courbes sont confondues. Par conséqu@oir tout S,

S S
'[_ F (t) dt < J._ G (t) dt . L'inégalité est stricte sur I’intervall]aB;lq . Donc la condition (8.1) est satisfaite.

Exercice 8.2
W'=W+Zm:£‘wzwl
E(W')= E(W)+Z:1:E(£‘W:WI)= E(W)
Exercice 8.3

a) Si la dérivée la dérivée troisierbe" est nulle,
U (W)=E(W) +LZV)U"(E(W))

La fonction d'utilité est donc une fonction & deanguments et ces deux arguments sont l'espérateceaiance
de la richesse, ce qui est la définition d’une famcde Markowitz.

b) Les seules fonctions dont la dérivée troisiestdaeconstante 0 sont les fonctions dont la déragéconde
est une constante, sdit" = a. Dans ce cas, leur dérivée premiére s'écrit nazessentu' =aW +b et donc

R o a,, . . g . .
elles-mémes s'écriveit = EW +bW +cC, ce qui est la définition des fonctions quadrat&ju
c) Si toutes les caractéristiques de la richesperdfent exclusivement de son espérance et de ismc&r

alors, quelles qu'elles soient, les préférencetfendront compte que de I'espérance et de la w@idde sera le
cas si la richesse suit une loi normale.

Exercice 8.4

a) w+Y s'obtient en transférant le poids de la valeursjide 20 decw+ X , poids de 0,8, a raison de 3
huitiemes sur la valeur possible 1, qui avait urdgaul et acquiert donc un poids de 0,3, et peurekte du
poids, soit 0,5, sur la valeur, 31,4, qui avaitlégent un poids nul et cette modification ne medifias

I'espérance :E(a)+Y) = E(a)+ X) :
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‘ _[-19 11,4
@X=2013/8 5/8

b)

¢) On déplace du poids des valeurs extrémes veradar intermédiaire, sans changer I'espéranckémet-

tique, par exemple :
10 20 30
w+Z=
0,05 0,9 0,0

Exercice 8.5

a)
W-={V\é Wyt Xy Wyt Xy Wy WebXD, WebXl, WXt
B PG PJT, P PJT, P, P
b)
E(u(W)) = pu(w)+ pu(w,)+ pu(ws)+ pu(w,)
E(u(W) = pu(uw) + p.[mu(w, )+ mia(w,+x,)]
+p,u(w,) + p,[ 77 u(w, + X' )+ 77 u(w X ) + 7 u(w x|
<)

u(w, >77U(W +X,) + T (wW,+X,)

(
u(w,

)
)>

Donc E(u(W)) > E(u(W ))

[ u(w,+ ')+ u(w,+x') + 77 u(w ') ]

Exercice 8.6

Pour passer d®V a W', il faut faire disparaitre la plus petite valewspible, 0, pour obtenir un 1 par
-x +1
p (1-p

raitre une nouvelle valeur possible négatkre De méme, pour passer ¥¢' a W, il faut faire disparaitre la

I'ajout d’'une v(';\riable‘£‘|v\,:O :{ ) d’espérance nulle. Un tel bruit blanc fera nédesseent appa-

+X

-5
plus grande valeur possible, 9, pour obtenir 4ljpgout d’'une variableé‘|\,\,.:9 ={ D (1 D

) d’espérance

nulle. Un tel bruit blanc fera nécessairement agipr@r une nouvelle valeur possible positke> 9.

Exercice 8.7

a)

1 10 20 x 30
'={ E(W')=15,2+ 0,k

0,2 01 0,4 01 0,2
Pour queE (W') = E(W), il faut quel5, 2+ 0,k = 2., soit X =58.
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1 10 20 30 58
'= E(w')=21
0,2 0,1 0,4 0,2 01
b)
W =W 00 ] = -19 0 +38
pu— _ u _ p—
x=20 X=20 207 417 117
Exercice 8.8
a)
0 w<O0
10
f(w=lk=2 0<w<10. E(W) = [“lwdw=~| Y| =5,
10 0 10 2 |,
0 w>10

8
b) Le poids de I’intervalle{5; 8] dans la densité déV est L 0,1dw = 0, <. Une densité de probabilité ne

peut pas étre négative. Doac< 0, 3

c) Non. La densité de probabilité ¥¥ "' est une fonction en escaliers (qu’on va calculer).

d)
8 8
[ k,dw= [ kdw-a
5 5
[k,w]; = [ kaw-a
8
3, = [ kdw-a
8 8
) =j5 kdw-a sto,ldw— 02 1
‘ 3 3 30
e)
2 2
[ kgdw= [ kdw+ B k; =k+p
11 _ 10 _k+y
[ kdw=| "kdw+y k, ==
f

[ (w) dw= [ kaw+ [ "o+ [ kdw+ [ eawe+ [ kaw+ [ T aw

- J':de+J'12(k +B) dw+J'25kdw+J':(k —%j dw+J'89kdw+J'gl‘(gj dw+_|'gl(—9 dw

o 2 _8a
_jokdw+j1ﬁdw Lgdw+k+y
=1+p-a+y=1
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g) De
k, =k+2
_k+y
ky— 5

on tirekﬁ + 2ky =2k+a=0,4.
h)
“lewhw+ [k wew+ [l + [, wew+ [ e+ [ i, dw = [ o
.[o 1 B 2 5 8 o v )o

1 2 2 2 5 2 8 2 9 2—11
k[ﬁ} +k{£} +;{l} +k{£} +;{l} +ky[£ _
2 0 2 1 2 2 2 5 2 8 2_9

1 2 2 2 5 — 2 8 2 9 10
k[ﬁ} +;{l} +;{£} ik ﬂ} +;{£} H{ﬁ}
2 0 2 1 2 2 L 2 5 2 8 2 9

o w7 I+ ko [ [ b [ ] = K[w? ]+ kw?] e k[w?] ]

1
3Ky +2530+ 4K, = 0. 3 39 1p= 61

3kﬁ + 4G<y =48

i) La solution du systéme de ces deux équations
{ kﬁ, + 2ky =0,4
3kﬁ, + 4G<y = 4,€

estkﬂ :E:O,l&‘f etk 2220,106.
85 ¥ 85

j) La fonction g (W) s’écrit donc :

0 w<0
i O<wk<l
10
E l<sw<?2
85
%) 2<w<5
g(w) =17
— bB<w<8
30
i 8<w<9
10
3 9<w<1l
85
0 w=11
On vérifie
(Mo (W) dw=1x = +1x S04 x4 B4 Kt A=
0 10 85 10 30 10 85
et
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1 2 5 8 9 11
E(W) = | kwew+ [ "k waw+ [ kwchw+ [k wew+ [ lwdw+ [ “wk, dw
= — | +=—=—| +=| —| +—=|— | +—=| — | +—| —
100 2], 89 2| 10 2|, 30 2/, 10 2, §5 2

:1(—1x1+1—6x3+—1x21+—1x 30+ —1x 17 —x 49= 5

2( 10 85 10 30 10 85
k)
f(W),g(W)
16/85
B
9/85
110
Y
1/30
> W
0o 1 2 5 8 9 10 11

Figure E8.8 — Les deux fonctionsf (W) etg (W) .
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