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Annexe 5 .- Dominance stochastique dans les
choix de portefeuille

Pour déterminer s’il existe des cas de dominance stochastidaut d’abord écrire la fonction de
répartition de la richesse finale.

1.— La fonction de répartition de la richesse finale

La fonction de répartitiols(t) de la richesse finalé/(a) obtenue en choisissaat= o se déduit de la
fonction de répartitior-(t) deY de la maniére suivante:
— Sia est strictement positif:

G(t) = PHW(a) < t} = Pr{o(L+1) +a(Y—i) <t} = Pr{Y< trod+l) +i}
- R(dmeted )
—sSia est nul:
G(t) = P{W(0) < t} = Po(1+i) <t}

soit
sit<o(l+i), G()=0
sit>w(l+i), Gt) =1

La fonction de répartitiols(t) est discontinue: confondue avec I'axe des abscissesodan(1 + 1), elle

saute directement a 'ordonnée 1, a laquelle elle resteijasge.
— sia est strictement négatif:

G(t) = PHW(a) < t+ = PHo(l+i) +a(Y—i) <t} = Pr{Y> o+l +i}

_ 1—F(t_w9+i) +i)

2.— Dominance d 'ordre 1

NotonsH(t) la fonction de répartition de la riches#é3) obtenue en choisissaat= . Pour la comparer
a la fonctionG(t), il faut distinguer le cas ou la variab¥est bornée, et le cas ou elle ne I'est pas.
Commencons par le second.

|.— Y non borné

SiY n’est pas borné, la fonctidf eststrictemencroissante en tout point, et docetH le sont aussi.
Commencgons par supposer que @ < g. Il suffit alors de comparer

G(t) = F(% +i) et H(t) = F(w +i)

PuisqueG etH sont strictement croissantes, on a les inégalités strictes

G(t) < H(t) Vt<w@+i)
G(t) = H(t) si t=ow@+i)
G(t) > Ht)  Vt> w@d+i)

Les courbese croisentdonc au point d’abscisse(1 + i) et d’'ordonnéd=(i). Il 'y a donc pas de dominance
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d’ordre 1 d’'une richessé/(«), avec urx positif sur une autr&V(f) avec ung positif.
Aveca < B < 0, les courbes se croisent au point d’abscis€e+ i) et d’ordonnée : F(i). Il n'y a donc
pas de dominance d’ordre 1 d'une riche¥¢@ ), avec unx négatif sur une autrd/() avec uns négatif.
Enfin, sia < 0 < B, notonsZ(t) la fonction de répartition de la riches$&0) obtenue ne choisissant
a = 0. Elle a une valeur inférieure a celle @¢t) et celle deH(t) pourt < @(1+ i) et supérieure pour
t > o(1+1). Les deux courbeG(t) etH(t) sont donc “coupées” pai(t). Dans ce cas non plus, il N’y a pas
de dominance stochastique d’ordre 1.
Au total, quels que soient les signesdaet g, il n’ existe donc aucune richesse dominant
stochastiguement les autres sY n’est pas borné
Sur la figure A3, on a représenté la fonction de répartitierbdichesses

W=ol+i)+alY-i)

ou Y suit une loi normale d’espérance 10% et d’écart-type 40%Yser N(O,1;0,16; @ = 100 eti = 3,5%.
Ona représenté les courbes de répartition de cing richessiess pour lesquelles
a=-5a=-2,5a=0a=25eta=>5.

F(t).6(Y

0100 102 104 106 108 '115
w(1+i)

Figure A.3. —Les fonctions de répartition se croisent
Les courbes de toutes les richesses pour lesquedisspositif se croisent en un point d’absciggé + i)
(103,5 sur la figure) et d’'ordonndgi) (un peu plus de 40% sur la figure). Les courbes de toutesdbesses
pour lesquellex est négatif se croisent en un point de méme abscisse et dioédaest - F(i) (un peu moins
de 60%). Enfin, la courbg(t) de la richess&/(0) est confondue avec I'axe horizontal jusqu’a la méme
abscisse, point ou elle saute a 1, et se confond alors aveaita Horizontale d’'ordonnée 1. Elle coupe donc
toutes les autres.

Il.— Y borné
Si les valeurs possibles desont bornéegy € [y™"; y™a]), alors, la fonction de répartitiofi(t) n’est
strictement croissante qu’enty@" etymax:

sit < ymn, F(t) =0
sit e [ymnym] 0< F(t) <1
Sit > yma Fit)y=1
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De méme, la fonctios est confondue avec I'axe horizontal e a un pointA, avec la droite
d’'ordonnée 1 a partir d’'un poig. Plus précisément, aiest positif,

a)G(t) = Osi w +i <y™, soitsit < o(1+i)—a@i-y™) = A
b)0< Gty < 151 L=CLFD | j ¢ (ymin.ymax) soit i

te[o@d+i)—al-y™);od+i)+a(y™-i)].

c) G(t) = 1Si% +i > ym soit sit > o(1+1i) + a(y™™—i) = B.

De méme, la fonctioi(t) de la richess&V( ) pour laquelles est positif, a une valeur nulle jusqu’au
point

A = ol+i)- i —ymn)
et égale a 1 a partir du point
B' = w(l+i)+ By™—i)
Si0< a < B, on en déduit que
A-A = (i-y")(B-a)
est du méme signe que y™" et
B-B' = (i-y™)(f-a)

du méme signe quie- y™.
S| ymm < | < ymax

A<A <ol+i)<B <B

et les courbes se croisent (au point d’abscis&e+ i)).
Mais siy™" < ym < j, alors

A <AetB' <B<w(@+i)

et les seules valeurs communesGletH sont obtenues potr< A’ ett > B (notamment = o(1+i) comme
auparavant). Donc les courbes ne se croisent p&¥ et domine stochastiquemew(j3).

Comparons a prése@(t) et la fonction de répartitiod(t) de la richess&/(0):

a) sit < A, Z(t) = 0 = G(t).

b)siA <t < B, Z(t) = 0 < G(t).

c)siB<t<w(l+i),Z(t) =0< G(t) = 1.

c)sit > o(1+i), Z(t) = 1 = G(t).

Au total

Z(t) < G(t)

avec des valeurs deour lesquelles I'inégalité est stricte. DoWg0) domine stochastiquemeW(a) si o est
strictement positif.
Enfin, examinons la fonctio(t) de la richess&V(a) aveca négatif

G(t) = 14(%@

Les mémes calculs que précédemment déterminent les poiatso(1+i) + a(y™ —i) > o(1+1), puisque
a et (y"®— i) sont négatifs tous les deuxBt = w(1+i) + a(y™" —i)), soit
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o(l+i)<A<B
et, avec le méme raisonnement que précédemment,
G(t) < Z(t)

avec des valeurs deour lesquelles I'inégalité est stricte. DoWga ) domine stochastiquemewW(0) si o est
strictement négatif.

Voyons enfin la fonction de répartitidd(t) de la richess&V/(f), dans laquellgs est un nombre négatif de
plus gande valeur absolue queH(t) devient positif & partir d&” > A’, égal a 1 a partir d8” > B. On
vérifie que les courbes ne se croisent pas. Elles sont cdnéspout < A’ ett > B". Par conséqueni/()
domine stochastiquemeW(a).

Au total,siy™n < ym < i toute richesseW(B) domine stochastiquement les richessé&/(a) telles que
a > p.

G(t),H()
B B' B
1
0 > t
A W1+ ) A A

Figure A.4 —La dominance stochastique quang™" < ym < i,

La figure A.4 illustre le cag™" < y™* < i. La courbeAB est la courbe de répartition d’une richesse pour
laquellea est positif. La courbé\'B’ est celle d’une richesse pour laquedlest négatif eA”"B" celle d'une
richesse pour laquellzest également négatif, mais de plus grande valeur absotudaqs le cas précédent.

Inversementsii < y™" < y™ toute richesseW(3) domine stochastiquement les richessé/(a) telles
que S > a.

3.— Dominance d 'ordre 2.

La condition sur les intégrales se révele inutilisable spegification de la loi d&. On peut cependant
noter que
— I'espérance de la richesse finale:

EW) = E(lo(l+i)+a(Y—1)) =o(d+1)+a(E(Y)—1)
dépend de. Plus précisément:

dECW) .
T = E(Y) — 1
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— Quant a la variance, elle augmente aveedieur absoluele a:
VW) = V(o(1+i) +a(Y—i)) = a?V(Y)

et s’annule poua = 0.

D’ou nous concluons:

— SIiE(Y) + i, toute variation d@ augmentant I'espérance augmente également la variance.

— SIiE(Y) =i, alors I'espérance est la méme({ + i)) pour tous les portefeuilles. Alors toute richesse
W(a) aveca + 0 peut étre obtenue a partir de la richesse

W) = o(1+1)
par ajout de I'aléa d’espérance nulle
& |weo+y =a(Y—1)

et donc tous les riscophobes préferant 0 aa = 0. Donc,si E(Y) = i, W(0) domine toutes les autres
richesses stochastiquement adrdre 2.

jlcayatte @free.fr Jean-Louis CAYATTE -5-



