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Annexe 3 — Approximation des primes de risque
Ces approximations reposent sur la décompositioFegor. Sous les hypothéses habituelles, cetterdposition s’écrit, pour
une fonction f (X) d’une seule variable, au poixt+ h,

()= 10+ he( R+ P4+ oy

Considérons la fonctiohl (W) au pointW. Notons E(W) = 1 pour alléger les écritures. e de la formule précédente s'écrit
alorsw— U, et la décomposition :

u(w) = u(p+[ w-p))

=u(u)+(w-p)u(p)+—;

1. — Décomposition de Taylor d’'une fonction d’utili té espérée.

La formule générale de décomposition de Taylor @'fonction de plusieurs variables est beaucouplplusle. Mais elle se sim-
plifie lorsque la fonction est une fonction d’'utlliespérée. Montrons-le avec une richesse quiuteppendre que deux valeurs. No-

ons fa fonction E(u(wW))= f(w w)= p w+(1- p ¢

Conservons la notatiop = E(W) et développons cette fonction autour du ptéi,m', ,u) . La formule de Taylor s'écrit alors

f(\"ﬁ1W2)= f(,u,,u)
+% (W, =) £y (o 2) + (W, = 1) £, (12 12)]

# 2 (=) ) + (w1 op112) ]

+% (V\&_'u) fl(,U’,U)+(w2—,u) fz(,U,,U)](3)

+(w = ) £ (1) # (= 1) £ (p10) ]

ou
+ f. désigne la dérivé dé par rapport aw ,
¢ [(W1 —/,1) fl(,u, /,1) + (W2 —,u) fz(,u,,u)](z) désigne learré symboliquele [(W1 - ,u) fl(,u, /,1) + (W2 —,U) fz(,U,,U)] ,
c’est-a-dire I'écriture condensée de la somme :
(g = )" g (gt 1) + 2( = 1) (W= 1) o) + (W= )" £ 1 ,10)
0% f

ou f; désigne la dérivée seconde——.
owow,

¢ et [(Wl —,u) fl(/J, ,u) + (W2 - /J) fz(,u,,u)](r) la puissance r-ieme symboliqugcriture condensée de la somme :
L r! a r-a o'f
;m(wl )" (W= ) W,

Le terme d’ordre O s’écrit :

f (4 1) = pu()+(1- p) u(p) = ()
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Si la richesse peut prendra valeurs, ce terme est toujours égal éa,u) :

> pu(k) = u(u)

Il en va de méme si elle peut prendre une infidéé&aleurs, dénombrables ou non :
°° b
>opu(u)=u(s) [ f(wu(u)dw= up)
i=1

Le terme d'ordre 1 s'écrit :
(= 42) o)+ (w20 (1)) =[ (i) pU(a0) (w1 9 ()]

1!
=u'(u)[ p(w-p)+(1- p)(w-u)]
=u'(u)[0]=0

La encore, le résultat est complétement génénmalacmme des écarts a I'espérance, pondéréegppradbabilités, est toujours
nulle.

Le terme d’ordre 2 s’écrit :

L =) §s)+ () 1, (1]

(2)

[ —

= | (w =) () + 2( = 1) (W= 1) Bt pt) +(Wm 1) T o) |

=N

=21 (W= )" pur(p) + 2(w— ) (ws = pr) x O+ (wi= )’ (1= 1) ()|

VAT o ) (1 p) (i 1)
H)

TN

N

C
N —

V(W)
La encore, le résultat est complétement génématpates les dérivées croisées sont nulles. Legtgunmultiplie la dérivée seconde
est donc toujours la variance W¢ .

En passant aux termes d’ordre supérieur, on véyifeela dérivéeu(r) d'ordre I est toujours multipliée par le moment centré du
méme ordre. Au total donc, que la richesse soiréis ou continue, en réécrivant explicitemenipéance ddV :

V(W)

E(u(w)) = o Bw)+—= a( & W)+E: u € Wer K WU E W

2. — Prime de risque absolue

Si la richesse s’écrlV = w+ X, par définition de la prime de risque absolue,

u(E(W)-7) = § {w+ X)
Approximons le membre de gauche de cette égalitdisinage deE (W) , selon la décomposition de Taylor d’une foncticumd
seule variable, en nous arrétant au premier ordre :
u(E(W)-7)= o & W)-7 o & W)

Développons le membre de droite jusqu’au secongeota justification de cette différence de traiggnest que les valeurs de
w+ X peuvent étre beaucoup plus éloignées de son espéyae ne I'est la prime :

M

£ (u(e+ x)) = of 5 W)+ X u( g )

En égalisant ces deux développements, on obtient :
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V(X)u(E(W)) __v(w) u(EW)
2 w(EMW) 2 u(HwW)

T=~-

3. — Prime de risque partielle

Si la richesse s'écriV = w'+ a)"(1+ Z) , par définition de la prime de risque partielle

u(E(W)-w'n")= E( Yw+aw L+ z)))

Approximons le membre de gauche de cette égalitdsinage deE (W) , selon la décomposition de Taylor pour une fomctio
d’'une seule variable, en nous arrétant au premdreo
u(E(W)-r )= B W)-as 7 U § W)
Développons le membre de droite jusqu’au seconcepedec la méme justification que précédemment :
wuuZV (Z)

E(u(w+ w1+ 2))) = o E(V\/))+T ul € W)

En égalisant ces deux développements, on obtient :

= -

4. — Prime de risque relative

Si la richesse s’écriV = a)(1+ Y) , nous sommes dans le cas particulier de risquipai w' =0 et W" = w, ce qui nous
donne directement
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